Capitulo 6

Memoria Asociativa
Hopfield.

6.1. Contexto.

Si 1972 fuc cl ano de los pioncros cn el drca de las memorias asociativas,
1982 fuc cl afio de John J. Hopficld. Su articulo de esc afio (Hopficld, 1982),
publicado por la prestigiosa y respetada National Academy of Sciences (en

sus Proccedings), impacté positivamantc y trajo a la palestra internacional
su mcmoria asociativa.

Las autorizadas voces de los cditores del compendio Neurocomputing
(Anderson. & Roscenfeld (Eds.), 1990) ascguran que la cra moderna de las
meinorias asociativas (y dc las redes neuronales) nace a raiz de la publicacion
del articulo de Hopficld; afirman que cl éxito de cste articulo sc debe cn
gran partc a quec. ademds de tener un estilo claro. coherente y sofisticado.
fuc escrito por el distinguido v reconocido fisico John J. Hopficld. “en cuyas
manos la tcorfa sc convicrte en algo legitimo y respetable”.

La formacién como fisico decl autor queda de manificsto cuando declara
quc en los sistcmas fisicos constituidos por un gran mimero de clementos
simples, las intcracciones entre estos clementos dan lugar a fenémenos colec-
tivos (las orientaciones de los dominios cn sistemas magnéticos y los patroncs
de vértices cn sistemas de fluidos cjemplifican esta afirmacion).

A partir de cstas consideraciones, Hopficld sc pregunta si la intcraccion

de clemientos simples de procesamicnto similares a las neuronas. cuyo mod-
clo simplificado sec conocia desde hacia cuatro décadas (McCulloch & Pitts,
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1943), da lugar a la aparicion de propicdades computacionales colectivy
tales como la estabilidad de memorias: acto scguido. ¢l autor afirma que c:;
cfecto, su articulo de 1932 demucstra que este tipo de propicdades comput;.
cionales aparccen cspontancamente.

Estc capitulo estd dedicado a la. hoy famosa, Mcmoria Asociativa Hop-
ficld.

6.2. El trabajo de Hopfield.

En cl legendario articulo (Hopficld. 1982) sc considera un sistema fisico
descrito por un vector de cstado x cuyas coordenadas son (z).z2, vy By’
sc considera ademds que el sistema ticne puntos limite localmente estables
x®. x?-... Entonces, si cl sistema cs activado en un cstado suficientemente
cercano a cualquicer punto limite localinente estable. digamos en x = x4+ A
al transcurrir ¢l tiempo cl estado del sistema cambiara hasta llegar a que sc
cumpla x = x°.

El punto dc arranque x* + A rcpresenta un conocimicnto parcial del
estado cstable x?, v a partir de ahi cl sistcima genera la informacién correcta
x®. Hopficld declara categéricamente que un sistema fisico que se comporte
de esta mancra v que. ademds, sca susceptible de que cualquier conjunto
predeterminado de estados pueda ser asignado como cl conjunto de cstados
localmente cstables. es itil como memoria asociativa.

Es preciso hacer notar la semecjanza de cstos puntos limite localmente
cstables de Hopficld. con los estados de cquilibrio ¢que pueden retener per-
sistentemente, sin entradas externas, las redes de elementos de umbral de
Amari. al actuar como memorias asociativas (ver capitulo antcrior).

En ¢l modclo que originalmente propuso Hopficld. cada ncurona x; ticne
dos posibles cstados, a la mancra dc las ncuronas de McCulloch-Pitts: z; =
y z; = 1; sin cmbargo. cn la scecion Studices of the collective behaviors of the
model del mismo articulo, el autor hace la relevante observacién de que. para
un nivel dado de exactitud en la recuperacién de patroncs, la capacidad de
almacenamicnto de informacién de la memoria se puede incrementar por un
factor dec 2, si se escogen como posibles estados de las ncuronas los valores

xi = =1 ¥ 2; = 1 cn lugar de los valores originales x; =0y 2 = 1.
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Al utilizar cl conjunto {1. -1} y el valor de umbral cero. la fasc de apren-
dizajc para la memoria Hopficld serd similar. cn cierta forma. a la fase de
aprendizaje del Lincar Associator.

La intcnsidad de la fuerza de conexién de la ncurona x; a la neurona By
sc representa por cl valor de my;;5, v se considera que hay simetria. es decir.
mij = Mji- Si z; no esta concctada con z j- entonces m;; = 0; en particular,
no hay concxiones recurrentes de una ncurona a sf misma, lo cual significa
que Mii = 0.Vi. El cstado instantdnco del sistema esta completamente es-

pecificado por cl vector columna de dimensién n cuyas coordenadas son los
valores de las n ncuronas.

La memoria Hopficld cs autoasociativa, simétrica, con ccros en la diag-
onal principal.

En virtud de que la memoria cs autoasociativa, el conjunto fundamental
para la memoria Hopficld es {(x*,x") | p = 1,2....,p} con

xt=] 7 |edA” v A={1,-1}

La fase de aprendizaje para la memoria Hopficld cs similar a la fasc
de aprendizaje del Lincar Associator. con una diferencia relacionada con
la diagonal principal cn ceros. como sc mucstra en la siguiente regla para
obtener la ij-¢ésima componente de la memoria Hopficld M:

P
JUog . .
J,i:l:’j si T#]J

n=1

mij =

(6.1)

0siz=j

Opcrativamente, cl resultado de la expresién anterior sc pucde obtener
cn tres ctapas:

1.- Para cada una de las p asociaciones (x.x/*) s encuentra la niatriz
x* - (x)" de dimensiones n X n, la cual tienc unos c¢n su diagonal principal:
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2.- A cada una dc las p matrices x¥ - (x*')" sc le resta la matriz identidad
1 de dimensiones n x n. con cl fin de lograr ceros cn la diagonal principal:

[0 b e e e )
1 L
ghrf 0 - ghEr - TaIn
t : : : 5 4
xt-(xt)y —-1I= 6.3
%) ST R (
\ oot el e aldd o 0

3.- Sc suman la p matrices x* - (x*)' — I para finalmente obtcner la

memoria M : n

M= Z [x¥ - (x")' = I] = [mij],, xn (6.4

n=1

La forma cn que sc lleva a cabo la fase de recuperacién para la incmo-
ria Hopficld cambia drasticamente respecto de lo que sucede cn cl Lincar
Associator. Al presentar un patrén de entrada X a la memoria Hopficld. ¢sta
cambiar4 su estado con ¢l tiempo. de modo que cada ncurona z; ajustc st
valor de acuerdo con ¢l resultado que arroje la comparacion de la cantidad

n
E m,-ja:,-
j=1
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con un valor de umbral cuyo valor ¢s normalmente cero

Representemos cl estado de la memoria Hopficld en el tiempo ¢ por x(t):
cntonces zi(t) representa el valor de la neurona z; en el tiempo ¢ yxi{t+1)
el valor de z; en cl tiempo siguiente (t + 1).

Dado un vector columma de entrada X. la fase de recuperacién consta de
tres pasos:

1. Parat =0, sc bace x(t) = X; s decir. z;(0) = F;. Vi € {1,2,3,....n)

2. Vi € {1.2.3,...,n} sc calcula z;(t + 1) de acucrdo con la condicién

siguicnte:

n
L si ) mjzi(t) >0
i=1

zi(t+1) = ﬁ zi(t) si il m;jzi(t) =0 (6.5)
i=

n
-1 si Y myz(t) <0
\ =1

3. Sc compara z;(t + 1) con z;(t) Vi € {1.2.3....,n}. Si x(¢t + 1) = x(t)
cl proceso termina y ¢l vector recuperado s x(0) = X. De otro modo,
cl proceso contintia de la siguientc mancra: los pasos 2 y 3 sc itcran
tantas veces como sca nccesario hasta llegar a un valor ¢ = 7 para
el cual zi(t + 1) = z:(7) Vi € {1,2,3,....n}: cl proccso termina y cl
patroén recuperado cs x(7).

El proceso dec convergencia descrito en cl paso 3 de la fasc de recu-
peracion. indica que el sistema llega a un punto limite localmente cstable cn
cl tiempo 7.

La cxistencia de T cstd garantizada a través de la demostracion que hace
Hopficld de que cxisten puntos limite localmente cstables cn su modclo de
nmemoria asociativa: para cllo. define E de la siguiente mancra. tomando cn
cucnta la condicion de que m;; =0,V

E= -% YOS mijuiz; (6.6)

= =1 _]=l
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~ ¥acto scguido demuestra que E es una funcién de x; monétons dee
ciente, rea
Ademds de la demostracion sugerida por Hopfield. los investigadoy
McElicce ct. al. esbozan otro camino para demostrar la com’crgcuc;;\ de (;S
expresion 6.6, en un importante trabajo donde analizan la capacidad (e 1:
memoria asociativa Hopficld (McElicce. Posner, Rodemich, & Venkatceg,
1987). Los desarrollos de la sugerencia de Hopficld v del esbozo de dc:
mostracion de McElicce ct. al. sc presentan cn el apéndice de esta obya.

El riguroso anilisis de McElicee et. al. arroja como resultado principal

que la memoria Hopficld cs capaz dc recuperar en forma perfecta ——

. .. ~1[ogn
patrones donde n cs la dimension de los patrones.

Si sc suaviza la restriccion de que todos los patrones scan recuperados
cn forma perfecta, y sc cambia por la condicion de que la mayoria lo scan,
cntonces la capacidad sc duplica: ahora la memoria Hopficld cs capaz de

n

recuperar patroncs, perniiticndo leves errorcs.

2logn

En cl articulo original de 1982, Hopficld habia estitnado empiricamente
que su memoria tenia una capacidad de recuperar 0,157 patrones. y cn (Abu-
Mostafa & St. Jacques, 1985) sc habia establecido formalmente que una cota
supcrior para ¢l mimero de vectores de cstado arbitrarios cstables en una
memoria Hopficld cs n.

Es pertinente apuntar que, como ya sc ha mencionado antes cn el capitulo
G, cl tcorcina 2 del articulo (Amari, 1972) cs un importante antccedente
para cste resultado de Hopficld. Los resultados son cquivalentes pero con
una presentacion ligeramente diferente: Amari presenta cl tcorema de la
convergencia de las redes de clementos de umbral en términos de cstados de
equilibrio que son alcanzados por la red cn un mimcro finito de transicioncs
dc cstado.

Ejemplo.

Para cjemplificar la memoria Hopficld, usaremos patrones de dimensiol
n = : inicicmos con tres vectores (p = 3).
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Calculemos. de acucrdo con las expresiones 6.1. 6.2 y 6.3, las matrices
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La memoria Hopficld M sc obticne a partir dc la suma de las matriecg
cowmo lo indica la expresiéon 6.4 que corresponde al tercer paso de la fase d(;

aprendizaje:

3
M = xn.(xﬂ)f
n=l1

0 -1 -1 1 g =1 I =1
-1 0 1 -1 -1 0 -1 1
=1 -1 1 o =1 |%T| 1 21 o0 4
1 -1 -1 0 -1 1 -1 0

0 1 -1 1

1 0 -1 1

21 -1 0 -1

1 1 -1 0

Con la obtencién de la memoria M concluye la fasc de aprendizaje.

Alora sc lc presentar4 cl patrén X = x3 a la memoria M para llevar
cabo la fasc de recupcracion.

El primer paso consiste en realizar la asignacién x(0) = X . Entonces sc
ticne:

x(0) =

Sec requiere calcular la cantidad

n
> mijz;(0)
Jj=1
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vi antes de aplicar la condicién del paso 2; esto sc logra operando cl producto
dc 1a matriz M por cl vector x(0):

-1 0 -1 1 _
Mex0) = |y g g || T
1 1 -1 0 -1

0-(=1) +(=1)- (1) +(=1)- (1) +1- (1)
(=1)- (=) +(0) - (-1) + (-1)- (1) + 1 - (-1)
(=1)- (=1) + (=1) - (=1) +(0) - (1) + (=3) - (-1)
1- (1) +(1)- (-1 +(-1)- (1) + (0) - (-1)

Z;}l m jz;(0) -1
M-x(0) = | Zg=1™%O | _| -1
Z,—=1 my;x;(0) 5
3 5=14;(0) =3

3 3 3
Es decir: Y my;z;(0) = -1, Y mojzi(0) = -1, Y m3;z;(0) =5 y
=1 i=1 i=1

3
Y myjz;(0) = -3
=1

Ahora apliquemos cl paso 2 a cada una de las coordenadas:

3

z1(1) = -1 porque Zml_,-xj(()) =-1<0
. j=l
3

zo(1) = -1 porque ng_,-:c,-(O) =-1<0
j=1

3
x3(1) = 1 porque Zm;;j:vj(())=5>0
Jj=l1

3
z4(1) = -1 porque Z'n].ijl'j(()) =-3<0

j=1
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El paso 3 indica quc sc realicen las comparaciones de xi(t + 1)
z;(t) Vi € {1,2,3,....,n}; vcamos: con

I (1) = —-1= I} (0)
z2(l) = —1=a,(0)
z3(1) = 1=1x3(0)

zi(1) = —1=1z4(0)

Lo anterior significa que x(1) = x(0). Por lo tanto, cl patrén recuperadg
cs ¢l mismo x(0) = x = x3.

Analiccmos lo que sucede cn la fase de recuperacion al presentarle of
patrén X = x! a la memoria M. Primer paso:

Izual que antes. previamente a la aplicacién de la condicién del paso 2

. n
se requicre calcular la cantidad ) m;;z;(0), Vi.

Jj=1
0 -1 -1 1 1
-1 0 -1 1 -1
Mx©@ =1 3 1 0 =3 || 2
1 1 -1 0 1

0-14(=1)-(-1)+(-1)-(-1)+1-1
(-)-(1)+©)- (1) +(-1)- (1) +1-1
(=1)- (1) + (=1) - (=1) +(0) - (-1) + (=3) - (1)
1-1+(1) (1) + (1) (<D + () - ()
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63
¥ o1 m1;;(0) 3
M - x(0) = Z::x ma;z;(0) - 1
Y =1 M3;2;(0) -3
Z}'-_-l my;z;(0) 1

Paso 2 cn cada una de las coordenadas:

3
z)(1) = 1 porque Zmljxj(0)=3>0

i=t
3
z2(1) = 1 porque ngj:rj(O) =1>0
j=1
3
z3(1) = -1 porque Zm;;_,-:z:,-(()) =-3<0
i=1

3
z4(1) = 1 porque Zm.;j:vj(f)) =1>0
J=1

El paso 3 indica que sc rcalicen las comparaciones de z;(t + 1) con
z;(t) Vi € {1.2.3....,n}; vcamos:

z21(1) = 1=a,(0)
x2(1) 1 # 22(0)
z3(1) -1 = z3(0)
z4(1) = 1=z4(0)

Para la coordenada 2 no sc cumple la igualdad. y esto significa que
x(1) # x(0) y que 7 # 0: sc deben iterar los pasos 2 y 3.

Producto de la matriz M por ¢l vector x(1):
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M - x(1)

I
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[0 -1 -1 1 1
-1 0 -1 1 1
-1 -1 0 -3 || -1
\ 1 1 -1 o0 1

( 0-1+(-1)-(1)+(-1)-(-1)+1-1
(=1)- (1) +(0)- (1) + (1) (=1) +1-1

(=1)- (1) + (=D - (1) +(0) - (1) +(=3) - (1)

\  1-1+(1)-(1)+(=1)-(=1)+(0)- (1)

Z?__.l myjzi(1) 1
M. X(l) — Z =1 1"‘2j3:j(1) — 1

Z':l "13131'(1) =9

2 =1 Majz;(1) 1

Al aplicar ¢l paso 2 a cada una dc las coordenadas, tenemos:

3

z1(2) = 1 porque Zmlja:j(l) =1>0

i=1

3
z2(2) = 1 porque ng_,-:rj(l) =1>0

j=1
; 3
23(2) = -1 porque Zm;;_,-z:j(l) =-5<0
i=1
3
z4(2) = 1 porque quj:rj(l) =1>0
i=1

Apliquemos el paso 3 Vi € {1,2.3....,n}:

I (2) = 1= .’Bl(l)
x2(2) 1 =x,(1)
z3(2) = -1=um3(1)
z4(2) = 1=1a4(1)
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Lo anterior significa que x(2) = x(1). Por lo tanto, ¢l patrén recuperado
es:

6.3. Consideraciones finales del capitulo.

En cste capitulo hemos presentado uno de los trabajos cldsicos cn memo-
rias asociativas: La Memoria Asociativa Hopficld, cuvo autor es el fisico
nortcamecricano John Hopficld quicn es responsable, segiin voces autorizadas.
de haber revivido cl interés, a principios de los ochenta del siglo XX. cn las
redes ncuronales y cn particular en las memorias asociativas, después de un
periodo de cstancamicnto de més de una década.

Dos afios después de haber publicado su famoso articulo (Hopficld, 1982).
cl autor publica un nucvo articulo donde describe las memorias asociativas
con valores rcales (Hopficld. 1984). Para cntonces, va sc habia desatado un
furor por las memorias asociativas y las redes neuronales entre los cientificos
e ingenicros involucrados con este tipo de temas.

En la actualidad. cl Profr. Hopficld dirige exitosamente cl Hopficld Group
en Princcton University (www.hopficld.net/~group/). Entre los interesantes
temas que actualmente investiga cl grupo. se encuentra la implementacion
ncuronal de la pereepeién de olores ( Hopfield, J. J.. Odor Space and Olfac-

tory Processing: Collective Algorithms and Neural Implementation, PNAS
(1999)).
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